Die allgegenwartige FangstoBformel fiir ein Kletterseil
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Ulrich Leuthausser

Diese Arbeit demonstriert die vielseitige Anwendbarkeit der bekannten
Fangstofiformel. Obwohl urspriinglich nur fiir den geraden Sturz mit
einem linear elastischen Seil hergeleitet, gilt sie fast unverdndert auch
fiir viele andere, komplexere Sturzmodelle und -situationen.

Typischer gerader Sturz im Klettergarten
mit niedrigem Sturzfaktor[9].

Im Folgenden soll einerseits die bekannte FangstoBRformel so einfach wie moglich
hergeleitet werden, als auch ihre Bedeutung fur komplexere Sturzmodelle und
Sturzsituationen gezeigt werden. So erscheint sie in derselben Form auch beim Sturz mit
innerer sowie auBerer Reibung, beim Schlappseil oder beim schragen Sturz. Auch beim
Modellieren einer Seilbremse taucht sie in ihrer urspringlichen Form auf.

Die vorliegende Arbeit richtet sich an den interessierten Laien, der gewisse Vorkenntnisse
in Physik mitbringt, wie den Energiesatz und vielleicht auch ein rudimentares Verstandnis
fur die Newton’schen Bewegungsgleichungen. Da Wissensliicken heutzutage sofort durch
das Internet aufzufiillen sind, ist ein gewisser Anspruch an den Leser gerechtfertigt. Die
mathematischen Voraussetzungen sind eher gering, die Moglichkeit mit den einfachen
Ergebnissen und Formeln eigene Rechnungen und Abschatzungen durchzufiihren, dagegen
grof.
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Viele interessante und wichtige Fragen aus der Praxis werden mit einfachen Methoden im
Laufe der Arbeit beantwortet. Wie groB sind die Krafte auf den Kletterer bei einer
bestimmten Fallhohe? Ist Schlappseil von Vor- oder Nachteil? Wie wirkt die Reibung
zwischen Seil und Karabiner auf den Kletterer, die Sicherungspunkte und den Sichernden?
Sind beim Klettern Sturzfaktoren groBer zwei moglich? Wie wird eine Seilbremse
beschrieben? Was passiert beim Sturz im Quergang?

Die Fangstossformel geht auf Arnold Wexler zurlick, der diese 1950 als erster aufs Sichern
beim Bergsteigen angewendet hat [1]. Aus neuerer Zeit gibt es einige, ebenfalls einfach
gehaltene Arbeiten im Internet zur Sturzphysik. Lesenswert sind [2,3,4,8], andere wie [5,6]
sind mit Vorsicht zu lesen, da sich einige Fehler eingeschlichen haben.

Herleitung und Diskussion der FangstoBformel

Zur Herleitung der bekannten FangstoBformel benotigt man zunachst eine Material-
gleichung, die die Beziehung zwischen der Seilspannung und der Seildehnung herstellt. Bei
nicht zu groBen Dehnungen ist diese linear. In der Nomenklatur der Elastizitatstheorie
lautet dann diese Beziehung (das Hooke’sche Gesetz)

o=E-¢ (1)

Kraft F der Dehnung € Langenanderung y

Seilquerschnitt A’ Seillange L
Elastizitatsmodul E als Materialkonstante. Je groBer E, desto mehr Spannung ist notig, eine
bestimmte Dehnung zu erreichen. Die Einheit von E ist dieselbe wie die Spannung, also
N/m? = 1Pa. Fiir die Kraft F = oA erhilt man:

mit der Spannung © = und dem

EA
F = (T)y =ky. (2)

Der Term EA/L ist die Federkonstante k und ist von L abhangig. Das ist wichtig fur das
Folgende und auch leicht zu verstehen: ein langes Seil lasst sich leichter um dasselbe y
dehnen als ein kurzes.

Nun benotigt man nur noch den Energiesatz, um zunachst die Anfangsgeschwindigkeit

(Beginn der Seilwirkung) durch die Fallhche h auszudriicken, also 1/2 mvé =mgh
was nach v, aufgelost v, =,/2gh ergibt.

Am Umkehrpunkt des Seils mit der maximalen Dehnung ynax, der maximalen Rickstellkraft
Fnax und Geschwindigkeit Null lautet der Energiesatz (zunachst ohne slack (Schlappseil),
d.h.s=0)

mgh = -mgy ..., + |F(y)dy (3)

Der von der Schwerkraft kommende Teil der potentiellen Energie wird durch die Dehnung

verringert (das Koordinatensystem ist so gewahlt, dass y dabei anwachst, siehe Abb.1). Der

andere Teil, die Dehnungsenergie, ware im Fall einer konstanten Kraft einfach F-y, also

Kraft-Weg. Fur unsere dehnungsabhangige Kraft muss man jedoch uUber die Teilstlicke
y

F(y)dy addieren, d.h. das Integral '[F(y)dy berechnen, was bei der linearen y-Abhangigkeit
0

einfach zu machen ist.
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Abb. 1: Ein gerader Sturz bei dem die Masse m um
die Strecke h fallt und bei y=0 die Geschwindigkeit
vo hat. Dort beginnt sich das Seil (Lange L), das in A
festgemacht ist, zu dehnen wenn s = 0. s beschreibt
ein mogliches Durchhangen des Seils (slack).

Das Ergebnis lautet

EA Viax
mgh = -M8Y rax +TyT (4)

max max °
2

oder mit y, ., = (ﬁj-ﬁnax die Gleichung ngA% = —mgF, +1p2
Bezeichnet man das Verhaltnis Fallhohe zu ausgegebener Seillange als Sturzfaktor
f=h/L (5)

dann erhalt man nach F., aufgelost

Fro = mg+\/2ngAf+m2g2 (6)

Fnax Wird unglicklicherweise als FangstoB bezeichnet. Physikalisch ist Fn.x kein StoB,
(bestenfalls also Fangkraft), sondern (nach Division durch die Querschnittsflache A) die
maximale Spannung im Seil, verantwortlich fur einen potentiellen Seilriss.
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Abb. 2: Skaleninvarianz des Fangstosses: alle Stirze bei

denen sich die Masse m und die Umlenkung U an beliebigen,
ubereinanderliegenden Punkten auf den blauen Linien befinden,
haben den gleichen Sturzfaktor und damit den gleichen Fangstoss.

In Fax geht die Fallhohe h nur als Verhaltnis h/L ein, hangt also nur von f ab. Dies ist ein
wichtiges Ergebnis. Es stellt ein Skalengesetz (siehe Abb.2) dar, da bei gleichzeitiger
Umskalierung der Fallhohe h und der ausgegebenen Seillange L um den gleichen Faktor Fnax
konstant bleibt. Es ist schon verbliiffend, dass ein Sturz mit einer kleinen Fallhohe und f=2
in den Stand einer Mehrseillangenroute die gleichen hohen Krafte hervorruft wie ein Sturz
mit groBerem h.

Wahrend beim Klettern die Fallhohe h maximal 2L werden kann und daher 0 < f < 2 gilt, ist
dies beim Klettersteiggehen anders. Da ist L (= 1m) die Lange der Sicherungsschlinge, die
den Klettersteiggeher mit der Versicherung des Klettersteigs verbindet. Die Fallhohe kann
mehrere Meter betragen, je nachdem wie weit die Befestigungspunkte des Klettersteigs
auseinander liegen, so dass auf diese Weise Sturzfaktoren groBer 2 auftreten konnen.

Wenn 2mgEAf >>m”ggilt (also groRe Stiirze, wie z.B. der Normsturz), dann kann man
eine einfachere Gleichung fur Fna und ymax benutzen, namlich

Frnax MWV, =y 2ZmgEAf und ynﬂax = FE,ZX N erzngf :

Was passiert, wenn E halbiert wird (wenn man z.B. die Zwillingsseile immer nur einfach

einhangt)? F..x wird dann etwa um den Faktor 1/2\/7 ~0.71 kleiner und man kann deshalb
nur FangstoBreduktionen von maximal 30% erwarten. Die Dehnung ym. wird dagegen um
V2 groBer, das Produkt bleibt unverandert.

Nun wollen wir mit den abgeleiteten Formeln den Elastizitatsmodul eines Kletterseils

abschatzen. Lost man Gleichung (6) nach EA auf, erhalt man EA =1/f(FmaX/2mg—1)-FmaX.
Nimmt man fir Fnx = 8kN als typischen Wert fur den Normfangstol® an, dann ergibt sich EA
= 18.5kN. Unser Oszillatormodell ist jedoch nicht ganz korrekt, denn die beim Normsturz
gemessenen dynamischen relativen Dehnungen yn.x/L von etwa 35% sind niedriger als die
aus der Gleichung (2) Yn./L=F..x/EA berechneten mit etwa 43%. Angesichts des
einfachen Modells mit seinen vereinfachten Annahmen ist das Ergebnis jedoch nicht
schlecht und daher fur Abschatzungen geeignet.
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Mit einem Kletterseilradius von 5mm erhalt man fur E = 0.24GPa. Ein Stahlseil mit
gleichem Durchmesser hat mehr als das 10-fache, ein Hanfseil hat ein E = 0.6GPa, ein
Gummiseil liegt zwischen 0.001 und 0.01 GPa.

Das groBtmogliche Fr. (bei m = 80kg) liegt mit dem maximal moglichen Sturzfaktor f=2 mit
6% nur wenig Uber dem Normsturzfangstoss. Mit einer typischen ReiBfestigkeit von
ungefahr 20kN, d.h. mehr als doppelt soviel, kann ein Kletterseil bei einem normalen Sturz
durch reine Dehnung (ohne Schnitt mit einer scharfen Kante), nicht reiBen. Bei Hanfseilen
ist dies anders. Die ReiBfestigkeit eines Hanfseils betragt etwa 8kN, so dass bei einem
NormfangstoB von ca. 14kN (unter Benutzung von E = 0.6GPa) ein Hanfseil langst reiBt.

Obwohl die Bewegungsgleichung fur den beschriebenen Sturz nicht zur Ableitung von Fy
benotigt wurde, wird diese hier angegeben, da spater Bewegungsgleichungen noch benutzt
werden. Die Summe aller Krafte ist gleich Masse mal Beschleunigung, so dass gilt

my = —ky + mg. (7)

Das ist die Gleichung eines harmonischen Oszillators mit einer auBeren konstanten Kraft
und hat mit den Anfangsbedingungen y(0)=0 und v(0)=v, die Losung

y(t) = ~2 sin(wt) + —> (1- cos(wt))
w w

mit w=,k/m. Man erhalt also nicht nur Fn.x oder yma, sondern auch den zeitlichen
Verlauf von Dehnung, Geschwindigkeit und Beschleunigung.

Lasst man die Fallhohe h in der Fangstossformel (6) gegen Null gehen, erhalt man nicht,

wie man vielleicht annehmen konnte, den statischen Grenzfall F>2 =mg, sondern das

doppelte Fmax = 2mg. Der Grund fir den Faktor 2 ist die Tragheitskraft mg am Umkehrpunkt
des schwingenden Seils (7). Im statischen Fall ist die relative Seildehnung gegeben durch

stat
ymaX _ mg

L EA

Bei einer durchschnittlichen statischen Seildehnung von ca. 8% (gemittelt Uber viele
Kletterseile), erhalt man mit m = 80kg ein EA = 9.81kN, viel kleiner als der oben ermittelte
Wert fur EA. Man kann also das Seil nicht vollstandig mit nur einem Elastizitatsmodul
beschreiben, da es sich fir langere Zeiten (= statischer Fall) viel weicher verhalt als fur
kurze Zeiten. Ein genaueres Modell mit zwei Elastizitatsmodulen, das das
Langzeitverhalten richtig beschreibt, ist das sog. Standard Linear Solid Modell [7].

Wir diskutieren noch die auftretenden Krafte. Fur einen auBen stehenden Beobachter ist zu
Beginn der Seilwirkung die Seilspannung Null, die Kraft auf den Kletterer jedoch mg. Die
maximale Seilspannung ist Fr.x/A, die maximale Kraft auf den Kletterer Fy. - mg.
Betrachtet man die Krafte aus Sicht des Kletterers (also in seinem beschleunigten
Bezugssystem), dann ist er wahrend seines freien Falls kraftefrei. Setzt die Bremswirkung
des Seils ein, wird diese Bremskraft zur Gewichtskraft hinzugefugt. Zum Zeitpunkt des
maximalen Fangstosses betragt das effektive Gewicht des Kletterers F.. Das sind unter
Normsturzbedingungen 8kN, d.h. etwa 10g. Die Zeitdauer dieser enormen Kraft betragt
jedoch nur etwa eine Zehntel Sekunde.
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FangstoB mit slack (Schlappseil)

Ist s > 0 (sieche Abb.1), sei es durch einen unachtsamen Sichernden oder durch
herausgezogenes Seil flirs Karabinerklippen durch den Kletterer selbst, dann erhohen sich
sowohl die Fallhohe h als auch die Seillange L um s. In Gleichung (4) wird h also durch h + s
und L durch L + s ersetzt:

F oo =Mg+ \/ngEAg +m’g? . (6)

. : L . . h+s .
Das ist soweit trivial, aber das Ergebnis ist interessant. Dazu formen wir Lrs um in
+5s

E =f=A, +(1—f0)ﬁ , wobei f(s = 0) = fo = h/L). Fur f, > 1 ist der zweite Term der
obigen Gleichung negativ und verkleinert den Sturzfaktor f gegeniiber dem ohne slack. Bei
Mehrseillangenrouten konnen Sturzfaktoren groBer eins vorkommen. Zumindest theoretisch
ist slack dort vorteilhaft, wo man weit Uber den Stand oder ersten Haken klettern muss
und man beim Sturz unterhalb des Sichernden landet. Aber auch nur dann, wenn
sichergestellt ist, dass die groBere Sturzhohe nicht zu einem groBeren Aufprall auf dem
Fels bzw. auf einem Band oder gar zu einem Zusammensto mit dem Sichernden fuhrt.

Fur fo < 1 hingegen wird der Sturzfaktor vergroBert. Da dies der Normalfall ist (im
Klettergarten immer, wenn man von groBer auferer Reibung absieht (siehe nachster
Abschnitt)), fuhrt slack zu harteren Stiirzen und ist daher zu vermeiden.

Beim toprope-Klettern ist die Fallhohe Null. Die maximale Kraft aufs Seil bekommt man
also, indem man in (6') h = 0 setzt. Setzt man auch noch s =0, dann erhalt man fur Fyax
den kleinstmoglichen Wert von 2mg. Der Sichernde muss also das doppelte Korpergewicht
beim Fall ins toprope ohne slack halten. Die Kraft auf die Umlenkung ist demnach das
Vierfache. Uberrascht?

FangstoB mit auBerer (trockener) Reibung

Um die auBere Reibung zu berticksichtigen (ausfuhrlicher behandelt in [7]), missen wir die
Bewegungsgleichung flir die Sturzmasse m verwenden. Wir stellen diese zunachst ohne
Reibung unter Berlicksichtigung des Umlenkpunkts U auf. An diesem herrscht Gleichgewicht
der Federkrafte, namlich

Ka(y2 — Y1) =Kqy4

L
und k, =k—— erfiillen die Beziehun k =1k, +1/k
L_h2 2 h2 g v /Ky + 1k,

hintereinander- geschalteter Federkonstanten.

(siehe Abb.3). k; =k

Fur die Federkraft ky, gilt demnach auch

Kk,

k, +k,

ky, = Y2 =Ky =Ko (Y2 = Y1),

so dass die folgende Gleichung aquivalent zu (7) ist:

my, +Kk,(y, —ys)=mg. (8)
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Abb. 3: dieselbe Sturzsituation wie in Abb.1 zusatzlich mit
Federkonstanten k; und k; links und rechts von der Umlenkung.
yqist die unter Krafteinwirkung stattfindende Verschiebung
eines kleinen Seilelements von U aus gerechnet.

Bewegungsrichtung

Abb.4: Wenn ein Seil mit einer Kraft F, Uber eine gekrimmte Flache mit
Reibungskoeffizient p gezogen, dann ist die reduzierte Gegenkraft gegeben
durch F, =F, exp(—pa) . Dies hat grofe Bedeutung beim Abseilen. In diesem Fall
ist F, das Gewicht des Abseilenden. Fy, als Kraft, die der Abseilende mit
seinen Handen halten muss, wird ungefahr (je nach Reibungskoeffizient, ob
alte oder neue Seile) um den Faktor e"® ~ ™% ~10 reduziert, wobei a beim
Abseilachter etwas mehr als 2m betragt.

Zur Beschreibung der Reibung wird die Euler-Eytelwein Formel (siehe Abb.4) verwendet,
die einen Zusammenhang zwischen den Kraften vor und hinter der Reibungsstelle U
herstellt. Sie andert die obige Gleichung fur das Kraftegleichgewicht ab in
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1
Kiyy =Ky (Y, _y1)5 9)

mit p=e"*. In p tauchen der Winkel a, den das Seil mit der Umlenkung bildet (a~ 1) und
der Reibungskoeffizient py auf. Gemessene p zwischen Stahl und Nylon liegen bei etwa
0.35. Die auf der linken Seite von U auftretende Kraft k;y, (gleich der Kraft, die der

Sichernde halten muss) wird durch die duBere Reibung um den Faktor p'=e™

verringert.
Wenn man die letzte Gleichung (9) nach y; auflost und in (8) einsetzt, erhalt man wieder
eine Bewegungsgleichung fir y, alleine

. k.k
my, + — 22y _mg (10)

(glltig solange y, > 0). Dies ist die gleiche Bewegungsgleichung wie ohne Reibung (7) nur
mit einer neuen effektiven Federkonstante

L LS TR L _EA (11)
PRy +K, L-=)p ' += eff
2 2
: hy + . h . . kik,
mit Ly =(L-2)p +=. Wie zu erwarten, ist Kk 2k = (der Grenzfall ohne
2 2 k, +k,

Reibung).

Da sich die Anfangsbedingungen nicht verandert haben und die Bewegungsgleichungen (7)
und (9) sich nur durch die Federkonstante unterscheiden, kann man F... analog zu (2)
sofort hinschreiben:

F ., =mg+ \/nghkeff +m’g® =mg+ \/ngEAfeff +m?g? (6"
mit einem effektiven Sturzfaktor

h pf
Ler  1+(p—1)f/2

(11)

feff =

Wenn die Reibung Null ist, d.h. p = 1, Les = L und f¢ = f. Steigt die Reibung an, wird L
kleiner und geht flur groBe Reibung, also p >> 1, gegen h/2. Dann erhalt man den
Sturzfaktor 2. Die starke Reibung wirkt so, als ob das Seil im Umlenkpunkt festgemacht ist.
Man kann also auch fir ein weit ausgegebenes Seil einen groBen Sturzfaktor bis 2 haben.
Wenn es zusatzlich Reibung am Fels gibt, kann es sogar noch schlimmer kommen.
Betrachten wir den Sturz in einen Haken Uber einem Dach und dass das Seil beim Sturz
stark an der Dachkante reibt, dann ist L das Seilstiick zwischen Stlirzenden und
Dachkante mit einem moglichen f¢ groBer als zwei (siehe Abb.5).
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Reibungsstelle

Abb.5: Sturz uber Dachkante. Mit auBerer Reibung sind Sturz-
faktoren groBer 2 moglich, da bei einer Fallhohe h Les kleiner
werden kann als h/2.

Kraft auf die Umlenkung und auf den Sichernden

Die Kraft FV auf die Umlenkung U ist die Summe der beiden Federkrafte links (k;y;) und
rechts (k,(y, —y,)) von U:

1 1
FU =Kk, (y, -y, +ky, = (1 +5Jk2(y2 —y,) = (1 + F—)Jkeffy2 ) (12)

Das Maximum von FVist also Fr,, = (1 +1JFmaX mit den Grenzfallen
Y

FU

max —

{ZFmaX p=1

mg +y 4mgEA + m?g? p>>1

Wenn man den Normsturz als MaB heranzieht, dann ist F' ohne Reibung etwa 16kN, was
von der Bohrhakennorm (radial) mit 25kN nicht sorgenfrei entfernt ist.

Welche maximale Kraft F>_. muss der Sichernde halten? Als gleich groBe Gegenkraft zu
kqy; lautet sie

1 1
I:nswax = k1y1 = keffyz 5 :BFmax (13)

Bei groBer Reibung geht die Kraft auf den Sichernden gegen Null (siehe Abb.6).
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Abb.6: Wahrend fur den Stirzenden die auBere Reibung p

den Sturz F., (blau) harter macht, wird die Kraft F°

auf den Sichernden (schwarz) und die Kraft FV auf die

Umlenkung (rot) kleiner. Die Gerade (magenta) ist der Grenzfall
Sturzfaktor f = 2. Alle Stiirze sind auf F,., ohne Reibung normiert.

Energiebilanz fiir den Fall mit Reibung an der Umlenkung

Wir geben noch die auftretenden Energien am Kraftmaximum bzw. Dehnungsmaximum an.

Die elastische Energie Egenn = ﬁ(yz —y1)2 +%(Y1)2

5 betragt nach Elimination von y; mit
Hilfe von (9)

1 k, +p%K; 5 EA ,  2+[p*-1f
Edehn = _k1k2 v Yomax = 7 Y2max 2 (14)
2 (kz +pk1)2 L (2+(p—1)f)

Mit der vereinfachten Form Y2max _ Fina ~ 2mgfes erhalt man
L, EA \ EA

Edehn _ l . 2+ [pz _1)| (14')

mgh p 2+(p-1)f

Die Gesamtenergie Eiqqa ist gegeben durch die Anteile Egenn, die dissipierte, in Warme
umgewandelte Energie Egis (bis zum Dehnungsmaximum) und die potentielle Energie Eyo

1.2
Etotal = Edehn + Ediss + Epot ==Y 2max

y%max —M8Y 7 max (15)

kikop | EA P
2

m -
Ktk ) e T 0 1)

Nun kann Egiss bestimmt werden

_EA L, (2-fp-Y)
Ediss - L Y 2max (2+f(p—1))2 (16)
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und mit der vereinfachten Form fir y;max

Ediss :l(z_f)(p_1) (16')
mgh p 2+f(p—-1)

Eqiss verschwindet sowohl fiir p = 1 (keine Reibung) als auch im Fall p >> 1 groBer Reibung,
hat also dazwischen ein Maximum. Fur f = 2 verschwindet Eg4ss ebenfalls. Dies ist der Grund,
warum bei der Diskussion des Normsturzes in guter Naherung die aufBere Reibung
vernachlassigt werden kann. Fur kleine f hingegen, kann Egss groBer als Egenn Werden.

FangstoB eines Seils mit viskoser Reibung

Das bekannte Maxwell Modell (siehe z.B. [7]) kann verwendet werden, um naherungsweise
die innere Reibung eines Seils zu beschreiben. Mikroskopisch entsteht die innere Reibung,
weil die Polymermolekile der Seilstrange aus denen ein Seil besteht, nicht instantan
sondern nur verzogert auf eine mechanische Belastung reagieren.

Das Modell besteht aus einem elastischen Element in Reihenschaltung mit einem viskosen
Dampfer (Abb.7).

gk

y]lé?
._I_

v )

m

Abb.7: Maxwellmodell mit einer
Feder k, und einem viskosen Element c.

Die zugehorigen Bewegungsgleichungen sind leicht abgeleitet: die Krafte auf die Masse m
mit der Koordinate y, sind die Schwerkraft und die Riickstellkraft einer Feder k(y, —y,) in
Analogie zu (8), so dass die Newton’sche Bewegungsgleichung

my, +k(Y2 —y1)= mg (17)

lautet. Eine zweite Gleichung fur y; beschreibt das Dampfungsglied mit einer Reibungskraft
cy,. Diese Kraft wirkt der Federkraft entgegen, so dass gilt

k(y, —ys)-cy,=0 (18)
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Um die Rechungen nicht unnotig zu verkomplizieren, geben wir nur die exakten Ergebnisse
der beiden obigen Differentialgleichungen fiir g = 0 an. Die Anfangsgeschwindigkeit ist wie

oben v, =,/2gh. Wenn man g Null setzt, dann bedeutet das, dass ab dem Zeitpunkt in

dem sich das Seil zu dehnen beginnt, g ausgeschaltet ist. Dies ist fur groBere Stiirze eine
sehr gute Naherung.

Die Losungen fur F und fur die innere Koordinate bei einer Anfangsgeschwindigkeit vo
lauten

F(t) =k, (y,(t) m—voe “sin(Qt)

(1) =
i) = 2"“"( [ —sm(ot)B
mit Q = ﬁ , w?

_k und K_L
2c

Das Kraftmaximum ist gegeben durch

F =MWV, exX —Earctan(gJ me ex 1TK K2
max 0 &P g K Plm20 " o7

Dies ist zu vergleichen mit dem fruheren Ergebnis F,., == mwyv, gultig fur g=0 und k=0.
Um die Formaquivalenz zur bekannten FangstoBformel herzustellen, kann man in guter

Naherung (der Fehler ist von der Ordnung Kz/uu2 ) auch schreiben

TI'

Fa = Mg+ \/ngEA Ee 2Q | m’g? (6™)

. w
mit Q =—.
Q 2K

Q wird oft als Gutefaktor bezeichnet. Er ist definiert als das Verhaltnis aus Gesamtenergie
und Energieverlust pro Schwingungsperiode, daher ist 1/Q ein MaB fiur die Dampfung. Die
innere Reibung verkleinert den Fangstoss exponentiell. Wird c sehr groB, also fur Q >> 1
geht der Exponentialterm gegen 1 und man erhalt die urspriingliche Form (6).

Leider ist es nicht moglich, auf einfache Weise Q und EA aus Fnax und ynmax zu bestimmen.
Ein typischer Wert von Q fur ein Kletterseil liegt bei Q ~ 2, d.h. die Energieabsorption beim

Maxwellmodell betragt etwa e 8 ~66% bis zum Zeitpunkt des Fangstosses. Genauere
Untersuchungen zeigen allerdings, dass das Maxwellmodell etwas zu hohe Werte fur die
Energieabsorption bis zum Fangstossmaximum liefert.

Das Maxwellmodell als dynamische Seilbremse
Wenn das viskose Element im Maxwell Modell als externe dynamische Seilbremse (HMS,

Tube, etc.) interpretiert wird, dann konnen die Ergebnisse des vorherigen Abschnitts auch
verwendet werden, um eine Seilbremse zu beschreiben. c ist nun eine Kontrollvariable,
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uber die der Sichernde mit seiner Seilbremse verfligen kann. Die Bremsstrecke ist gegeben
durch

2Kv myv
Vi) =5 = =50 = 0
w C

(siehe Gleichung (19)). Fur groBes c geht y,(o) gegen Null, dann gibt es keinen
Seildurchlauf und man hat die alte Bewegungsgleichung (7) mit dem FangstoB (6).

Bei festgehaltenem ¢ wachst S mit der Wurzel aus der Fallenergie. Das Dampfungs-
verhaltnis fur kleine Kk, also kleine Bremsstrecken S, ist gegeben durch

/ 0
L ~ exp(_ Tr_(z) — exp(_E w_SJ — exp(_E %J — exp(_E E FmiJ (20)

F, 4 v, 4 h 4 h mg

max (K =0)
Die Bremsstrecke dampft also den FangstoB exponentiell. Halt man f konstant, dann muss
ebenfalls das Verhaltnis S/L konstant gehalten werden, damit der Dampfungsfaktor (20)
sich nicht andert.

Ein Zahlenbeispiel mit F°, /mg=6, und S/h=0.5m/5m ergibt eine FangstoBreduktion von

etwa 40%.
Die absorbierte Energie E, durch die Seilbremse kann mit Hilfe von F, bestimmt werden

und ist naherungsweise gegeben durch E, =1/4S-F.,, also Bremsstrecke mal Seil-
spannung.

Erweiterungen dieses Modells fur eine Seilbremse lassen sich gut mit Hilfe der Gleichung
(17) durchfihren, wobei der zeitliche Verlauf von y; als Kontrollfunktion beliebig gewahlt

werden kann. Eine exakte Losung von (17) ist beispielsweise fiir y,(t) = S(1 —e V") mit zwei
Kontrollparametern S und 1 moglich.

Um eine Fangstossdampfung zu erhalten, ist S naturlich positiv. Es ist aber auch S < 0
moglich, wie es dem Autor einmal passiert ist. Beschleunigt sich ein Ubereifriger
Sichernder in die Gegenrichtung, dann erfahrt der Stlirzende einen viel groBeren Fangstoss
als den aus Gleichung (6).

Ist eine Verformung des stiirzenden Korpers moglich, dann kann diese als ein weiterer
Energie absorbierender Vorgang mit einem zusatzlichen viskosen Element ck berucksichtigt
werden. Die neue, zusammengesetzte Viskositatskonstante wird ermittelt durch Addition
der Kehrwerte von c und c.

FangstoB beim schragen Fall

Der Autor war sich zu Beginn der Arbeit an diesem Abschnitt nicht bewusst, wie
kompliziert die Physik fiir den schragen Sturz ist. Die Bewegungsgleichungen fir ein
elastisches Pendel sind nichtlinear ohne groBe Chancen, einfache Ergebnisse zu erhalten.
Deshalb beschranken wir uns einerseits auf kleine Winkelabweichungen vom geraden Sturz
und auf den Fall des reinen Quergangs mit einem Anfangswinkel von 90°.

Kleine Winkel

Wie schon bei Gleichung (3) wird der Energiesatz am Umkehrpunkt der Seildehnung (d.h.
y =0) benutzt. Der Umkehrpunkt liegt nicht, wie vielleicht vermutet, exakt bei 8,=0, aber
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ganz in der N&he. Mit den Anfangsbedingungen 6, und v, = 2gh =,/2gh, cos(8,) lautet
der Energiesatz

%mvé —mgacos(8,) = % m(a +y)*6? —mg(y +a)cos(,) + % ky? (21)

Abb.8: Die Geometrie des schragen Sturzes. Anstatt 6p=0 (gerader
Sturz) ist nun 6,>0. Die Lange des Seilstiicks oberhalb der Umlenkung ist
4o h
2cos(8,)
gleicher GroBe.

. Die blaue gepunktete Linie ist die Linie von Fangstossen

Abgesehen von den Kosinus- Anteilen der potentiellen Energie kommt im Vergleich zu (4)
als neuer Term die Rotationsenergie %m(a +y)?6? hinzu. 8, ist die Winkelgeschwindigkeit

bei ymax Und muss bestimmt werden. Dies ist moglich, wenn (wie schon bei der Diskussion
der viskosen Reibung) nach dem freien Fall g ausgeschaltet wird, denn dann gilt exakt die
Drehimpulserhaltung:

a’0, =(a+y)?6, (22)

so dass sich der Energiesatz in folgender Weise vereinfacht
Tov[1-—2 i, ) | = thy? (23)
2 (a+y)? o))=Y

Da der Term in der Klammer immer kleiner 1 ist, gilt %ky2 s%mvé und folglich
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F =ky <,kmv2 =F(8, = 0) (24)

Fur nicht zu groBe Winkel (6, < 30°) ist der Fangsto’ immer kleiner gleich dem FangstoB
beim geraden Sturz mit derselben Fallhohe. Deshalb spielen kleinere Winkelabweichungen
vom geraden Sturz keine wichtige Rolle fur die Kraft aufs Seil und den Kletterer. Nur die
reine Hohe Uber der Sicherung ist relevant.

FangstoB beim Quergang

Abb.9: langer Quergang beim alpinen Klettern.

Auch hier wird die maximale Seildehnung ym.x ungefahr bei 6, = 0 erreicht, so dass der
Energiesatz an dieser Stelle betrachtet wird. Da die Anfangsfallhohe und damit die
kinetische Energie zu Beginn des Sturzes beim horizontalen Quergang Null sind, erhalt man

0 = Mgy +2) 43 K+ MUY e +2)°8, 25)

Ohne die komplizierten Bewegungsgleichungen fiur y und 6 zu losen, gibt es keine
Moglichkeit 82 zu bestimmen. Deshalb diskutieren wir zwei Grenzfalle.
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E klein (weiche Seile)

In diesem Fall kann man die Rotationsenergie vernachlassigen, weil das Seil nicht auf eine
gekrummte Bahn gezwungen wird und sich zunachst senkrecht nach unten dehnt. Man
erhalt mit (25)

1EA ,

- g(ymax + a) +Em Yimax = 0

was nach Auflosung nach ynax fur den FangstoB

Frnax = KYmax = Mg + \/ 2EAmgf + m’g? > 2mg (6™)

ergibt, also die bekannte alte Formel mit einem Sturzfaktor f =alL. Es gilt 0< f<1 und
fur E=0 erhalt man den kleinsten Wert 2mg.

E groB (harte Seile)

Wir betrachten das Kraftegleichgewicht bei 6; = 0. Fur groBe E liegt dort genau das
Dehnungs- bez. das Kraftmaximum. Ist das Seil unendlich steif, dann ist die Seilspannung

ky max (diese bleibt endlich im Grenzfall k — « und y,, — 0) die Gegenkraft zum Gewicht

mg und der Zentrifugalkraft maeo2 . Ist das Seil elastisch, dann gibt es zu diesem Zeitpunkt

noch eine negative Beschleunigung, die das Seil am Umkehrpunkt wieder verkurzt und die
Seilspannung verkleinert, so dass gilt

KY e < Mg +mMad?

. . 2 . .
oder nach 95 aufgelost eésw. Man setzt 96 in den Energiesatz (25) ein
a

zusammen mit ymax = 0, so dass
1 .
0=-mga s ma’6}

gilt und man schlieBlich
kymax = I:max < 3mg

bekommt. Die Kraft auf den Kletterer und die Seilspannung liegen fiir den Quergang also
zwischen

2mg <F.,, <3mg

wahrend beim geraden Sturz Fn,x von E abhangt und beliebig groB werden kann. Auch hier
sei darauf hingewiesen, dass in Bezug auf den Fangstol ein Sturz im Quergang eher harmlos
ist, aber die groBe Flache, die vom Seil und dem sturzenden Kletterer Uberstrichen wird,
die Gefahr birgt, am Fels mit hoher Rotationsgeschwindigkeit aufzuschlagen.
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Schluss

In dieser Arbeit wurde die Fangstoformel diskutiert, die in Variationen immer wieder in
der Sturz- und Seilphysik auftaucht.

Man sollte jedoch trotz ihrer Wichtigkeit nicht vergessen, dass ihr ein sehr einfaches Seil-
modell zugrunde liegt. So ist eine ganz genaue Beschreibung des Normfangstosses nur mit
Berlicksichtigung des nichtlinearen Seilverhaltens bei groBeren Dehnungen und der
Seilmasse maoglich.

Ebenso entspricht der modellhafte Charakter der angenommenen Fallsituationen nicht
immer ganz der Kletterpraxis. Manche reale Situationen konnen nur schwer oder gar nicht
mathematisch beschrieben werden, wie z.B. das Aufschlagen des Kletterers auf den Fels.
Dies ist oft viel unangenehmer als die Kraft, die das Seil auf den Kletterer ausubt.

Trotz alldem bekommt man mit Hilfe der abgeleiteten Beziehungen ein besseres
Verstandnis fur alle Krafte, die beim Sturz auftauchen. Zusatzlich macht die Sturzphysik
als ein Gebiet der angewandten Mechanik auch eine Menge Spal3, nicht zuletzt deshalb weil
manche Antworten verbliffend sind und nicht der Intuition entsprechen.
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